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Conside´rons un internaute qui va d’une page Web a` une autre en suivant les liens qu’il rencontre. Pour e´viter que
l’internaute ne (s’im)patiente, il est important d’essayer de te´le´charger les documents avant que l’internaute ne les
atteigne. Cependant, le couˆt d’un tel pre´-te´le´chargement ne doit pas exce´der le gain en temps qu’il ge´ne`re. Ainsi,
il faut minimiser la bande passante utilise´e pour le pre´-te´le´chargement tout en s’assurant que l’internaute impatient
n’attende jamais. Nous mode´lisons ce proble`me sous forme d’un jeu de type Cops and Robber dans les graphes. En
particulier, e´tant donne´s un graphe G qui repre´sente le graphe du Web et une page Web de de´part v0 ∈ V (G), nous
de´finissons l’indice de controˆle de G, ic(G,v0)∈N, qui mode´lise la vitesse minimum de te´le´chargement suffisante pour
que l’internaute partant de v0 n’attende jamais quoi qu’il fasse.
Nous conside´rons le proble`me de de´cider si ic(G,v0)≤ k et de´montrons plusieurs re´sultats de complexite´. En particulier,
de´cider si ic(G,v0) ≤ 2 est NP-difficile si G est cordal, et de´cider si ic(G,v0) ≤ 4 est PSPACE-complet si G est un
graphe oriente´ acyclique. Nous donnons un algorithme exponentiel exact qui calcule ic(G,v0) en temps O∗(2n) dans
un graphe de n sommets quelconque. Puis, nous montrons que le proble`me est polynomial dans le cas des arbres et des
graphes d’intervalles. Enfin, nous donnons une caracte´risation combinatoire de l’indice de controˆle. Pour tout graphe
G et v0 ∈ V (G), ic(G,v0) ≥ maxSd |N[S]|−1|S| e avec v0 ∈ S ⊆ V , S induit un sous-graphe connexe et N[S] l’ensemble des
sommets de S ou voisins d’un sommet de S. Il y a de plus e´galite´ dans le cas des arbres.
Keywords: Pre´-charchement, jeux de “Cops and Robber”, PSPACE-complet, arbres, graphes d’intervalles
1 Naviguer vite sur le Web sans gaspiller de ressources
En informatique, le pre´-te´le´chargement est une technique classique qui exploite le paralle´lisme entre
l’exe´cution d’une taˆche et le transfert des informations ne´cessaires aux taˆches suivantes pour re´duire les
temps d’attente. Par exemple, dans un processeur, les instructions et les donne´es sont charge´es dans la
me´moire simultane´ment a` l’exe´cution des instructions pre´ce´dentes. Actuellement, cette technique peut eˆtre
utilise´e dans le contexte du Web ou` les navigateurs peuvent te´le´charger les documents accessibles depuis
le document en train d’eˆtre visione´ (page Web, video, etc.). L’acce`s au document suivant paraıˆt instantane´
a` l’utilisateur et donne l’impression d’une navigation rapide [phd11]. C’est pourquoi le pre´-te´le´chargement
a e´te´ propose´ par Mozilla comme un draft de standard Internet [Inc99]. Cependant, pre´-te´le´charger tous
les documents accessibles pourrait re´sulter en un gaspillage des ressources du re´seau (e.g., bande passante,
me´moire) puisque tous les documents te´le´charge´s ne seront pas force´ment visionne´s ou utilise´s. Il est donc
ne´cessaire d’e´tablir un compromis entre le gain de temps et la perte des ressources du re´seau qui en re´sulte.
Les mode`les de´veloppe´s jusqu’a` pre´sent pour l’e´tude du pre´-te´le´chargement sont essentiellement base´s
sur la notion de graphe d’exe´cution ou` les sommets repre´sentent les taˆches et les arcs repre´sentent les or-
donnancements possibles entre taˆches. Par exemple, les sommets repre´sentent les pages Web et les arcs
mode´lisent les liens qu’il faut suivre pour acce´der d’une page Web a` une autre. L’exe´cution du programme
ou la navigation d’un internaute sur le Web correspondent alors a` une marche dans le graphe d’exe´cution. Il
s’agit alors d’optimiser une certaine fonction de couˆt correspondant a` la quantite´ de ressources consomme´es
par le pre´-te´le´chargement. Cette fonction de´pend de la marche suivie dans le graphe d’exe´cution et de la
geˆne occasionne´e par l’attente d’informations au cours de l’exe´cution de la taˆche ou de la navigation sur
le Web. En d’autres termes, il s’agit d’optimiser la bande passante ne´cessaire au pre´-te´le´chargement, tout
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en satisfaisant la qualite´ de service requise. Ge´ne´ralement, il est difficile de re´soudre de tels proble`mes. Par
exemple, dans les mode`les Markoviens [JG97] ou` les arcs du graphe d’exe´cution sont associe´s a` des tran-
sitions de probabilite´s (mode´lisant un internaute qui navigue plus ou moins ale´atoirement sur le Web),
le proble`me de pre´-te´le´chargement s’inscrit dans le contexte de la programmation dynamique stochas-
tique [GCD02, MJM10]. Sa re´solution exacte requiert un effort de calcul exponentiel en le nombre de
nœuds du graphe d’exe´cution (taille de l’espace d’e´tats de ces mode`les de Markov).
Dans cet article, nous conside´rons le proble`me du pre´-te´le´chargement parfait ou` l’internaute “surfant”
sur le Web ne doit jamais pouvoir acce´der a` une page Web qui n’a pas e´te´ pre´-te´le´charge´e auparavant.
En d’autres termes, l’internaute est impatient et ne tole`re aucune attente. La limite de bande passante
se traduit par le fait qu’un nombre limite´ de pages Web peuvent eˆtre pre´-te´le´charge´es a` chaque e´tape.
Notre proble`me consiste a` de´terminer le nombre constant minimum de pages Web qui doivent eˆtre pre´-
te´le´charge´es a` chaque e´tape. Un avantage de notre approche est qu’elle ne ne´cessite aucune supposition
quant au comportement de l’internaute, contrairement a` [GCD02, MJM10]. Pour e´tudier ce proble`me nous
en proposons une mode´lisation sous forme de jeu de type Cops and Robber dans les graphes [FT08, BN11].
Nous formalisons le jeu de surveillance d’un graphe dans la Section 2 et de´crivons sa relation avec le
proble`me de pre´-te´le´chargement. En particulier, nous discutons des hypothe`ses utilise´es. Nos re´sultats sont
pre´sente´s dans la Section 3. Les preuves sont seulement esquisse´es voire omises mais sont disponibles
dans [FGJM+11]. Nous concluons par quelques perspectives et de nombreuses questions non re´solues.
2 Graphe sous haute surveillance.
Au cours du jeu de surveillance, deux joueurs, le fugitif et le surveillant, s’affrontent sur un graphe
(oriente´ ou non) connexe G = (V,E) a` partir d’un sommet v0 ∈ V qui est le seul sommet initialement
marque´ dans G et la position initiale du fugitif. Soit k ∈ N un entier fixe´. Le jeu se de´roule tour-a`-tour,
en commenc¸ant par le surveillant. A` son tour, le surveillant marque au plus k sommets de G. Un sommet
marque´ le reste jusqu’a` la fin du jeu. Puis, le fugitif peut se de´placer le long d’une areˆte (ou d’un arc) de G.
Le fugitif gagne si, a` une e´tape du jeu, il atteint un sommet non-marque´. Le surveillant gagne dans le cas
contraire. Le surveillant a, bien suˆr, inte´reˆt a` marquer le plus de sommets possible a` chaque e´tape. Notons
que le jeu termine au bout d’au plus d|V |/ke e´tapes lorsque tous les sommets sont marque´s.
L’indice de controˆle, ic(G,v0), de G = (V,E) est le plus petit k ≥ 1 qui permet au surveillant de gagner
quels que soient les de´placements du fugitif a` partir de v0 ∈V . Soit ∆ le degre´ maximum de G et deg(v0) le
degre´ de v0 : deg(v0)≤ ic(G,v0)≤ ∆.
En effet, si k < deg(v0), le surveillant ne peut pas marquer tous les voisins de v0 a` la premie`re e´tape et
le fugitif peut atteindre un sommet non-marque´ de`s son premier de´placement. Au contraire, si k ≥ ∆, le
surveillant est certain de gagner en marquant tous les voisins (non de´ja` marque´s) de la position courante du
fugitif a` chaque e´tape. Pour G non oriente´, nous prouvons : ic(G,v0) = ∆ si et seulement si deg(v0) = ∆.
Il est clair que le graphe G joue ici le roˆle du graphe d’exe´cution ou` les nœuds sont les pages Web et
les arcs sont les liens entre pages Web. Le fugitif est l’internaute surfant sur le Web et sa position courante
dans G correspond a` la page Web en train d’eˆtre visualise´e. Enfin, marquer un sommet correspond a` pre´-
te´le´charger la page Web correspondante. Ainsi, l’indice de controˆle repre´sente la vitesse minimum qui
permet un pre´-te´le´chargement parfait, c’est-a`-dire qui permet de satisfaire l’internaute.
Avant de pre´senter nos re´sultats (Section 3), nous discutons des hypothe`ses de ce mode`le.
Tout d’abord, notre mode`le laisse supposer que toutes les pages Web peuvent eˆtre te´le´charge´es a` la meˆme
vitesse. En fait, notre mode`le convient aussi lorsque chaque page Web v a` une certaine taille wv (dont de´pend
le temps de te´le´chargement). En effet, dans ce cas, il suffit de conside´rer le graphe Gp obtenu en remplac¸ant
chaque sommet v de G par une clique Kv de taille wv et chaque areˆte {u,v} par un biparti complet entre Kv
et Ku. Le proble`me de pre´-te´le´chargement dans G est alors e´quivalent au proble`me de surveillance dans Gp.
Une autre hypothe`se est la discre´tisation du temps et le fait que l’internaute passe un temps identique
sur chaque page. Comme nous conside´rons un pire cas, la dure´e d’une e´tape de notre mode`le correspond
simplement au temps minimum qu’un internaute peut passer sur une page Web. Le cas ou` le temps minimum
que l’internaute passe sur une page Web diffe`re d’une page Web a` une autre est laisse´ pour de futurs travaux.
L’hypothe`se (probablement) la plus forte que nous faisons et celle d’une me´moire infinie : une page
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te´le´charge´e (un sommet marque´) le reste jusqu’a` la fin. Il s’agit d’un premier mode`le ou`, meˆme avec cette
hypothe`se simplificatrice, le proble`me est tre`s dur a` re´soudre. Comme travaux futurs, la gestion du cache
doit eˆtre conside´re´e : deux mode`les plus re´alistes peuvent eˆtre e´tudie´s : soit un sommet marque´ devient
non-marque´ apre`s un certain nombre (fixe´) d’e´tapes, soit le surveillant peut “de´-marquer” des sommets, en
respectant que le nombre total de sommets marque´s ne de´passe jamais une certaine limite fixe´e.
3 Un proble`me bien difficile
Dans cette section, nous nous inte´ressons a` la complexite´ algorithmique du calcul de l’indice de controˆle
d’un graphe. Nous prouvons que le proble`me est difficile meˆme restreint a` certaines classes de graphes
“simples” comme les graphes cordaux (ge´ne´ralisation des arbres) et les graphes oriente´s acycliques (DAG).
Tout n’est pourtant pas perdu puisque nous proposons des algorithmes polynomiaux pour re´soudre le
proble`me dans les arbres et les graphes d’intervalle (ge´ne´ralisation des chemins).
La plupart des preuves des re´sultats que nous avons obtenus tirent parti du fait que l’on peut se restreindre
au cas ou` le fugitif ne peut suivre que des chemins induits de G. Plus pre´cise´ment, soit mic(G,v0) le plus
petit k≥ 1 qui permet au surveillant de gagner dans le graphe G lorsque le fugitif se de´place a` chaque e´tape
et ne peut suivre que des chemins induits de´butant en v0 ∈V (G). E´videmment, mic(G,v0)≤ ic(G,v0).
The´ore`me 1. Pour tout graphe G et v0 ∈V (G), mic(G,v0) = ic(G,v0). [FGJM+11]
Un graphe cordal est un graphe dont tout cycle de longueur au moins 4 contient au moins une corde.
Un graphe est dit se´parant si son ensemble de sommets peut eˆtre partitionne´ en une clique et un stable. Un
graphe d’intervalle est le graphe d’intersection d’intervalles de R. Notons que les graphes d’intervalle et
les graphes se´parants sont deux sous-classes des graphes cordaux.
The´ore`me 2. Le proble`me, avec un graphe G et v0 ∈V en entre´es, de´cidant si ic(G,v0)≤ k est : [FGJM+11]
– NP-difficile dans la classe des graphes cordaux pour k = 2 parame`tre fixe´ ;
– PSPACE-complet dans la classe des DAGs pour k = 4 parame`tre fixe´ ;
– NP-difficile dans la classe des graphes se´parants si k fait partie de l’entre´e.
De plus, dans les graphes se´parant, le jeu dure au plus 2 e´tapes.
Ide´e de la preuve. Les assertions 1 et 3 de´coulent d’une re´duction du proble`me 3-transverse minimum †.
Le fait que le jeu dure au plus 2 e´tapes dans les graphes se´parant vient de ce qu’un plus long chemin induit
dans ces graphes a longueur au plus 2. L’assertion 2 de´coule d’une re´duction de 3-QSAT ‡.
D’apre`s le the´ore`me pre´ce´dent, le proble`me de surveillance de graphe n’est pas soluble a` parame`tre fixe´
(FPT). De plus, ce proble`me reste difficile meˆme si le jeu est limite´ a` un nombre fixe´ de tours.
The´ore`me 3. Le proble`me de surveillance peut eˆtre re´solu en temps : [FGJM+11]
– line´aire dans la classe des graphes de degre´ au plus 3 ;
– O(n logn) dans la classe des arbres de n sommets ;
– O(n∆3) dans la classe des graphes d’intervalle de n sommets et de degre´ maximum ∆ ;
– O∗(2n) dans la classe des graphes de n sommets.
Ide´e de la preuve.
– La premie`re assertion est presque triviale puisque ic(G,v0) = 1 si et seulement si G est un chemin avec
v0 comme extre´mite´ et que ic(G,v0) = ∆ si et seulement si v0 est de degre´ ∆.
– Dans le cas d’un arbre T enracine´ en v0 ∈ V (T ), le proble`me peut eˆtre re´solu par programmation
dynamique. Soit fk : V (T )→N la fonction qui associe 0 aux feuilles et max{0,d−k+∑w∈C fk(w)} a`
tout sommet avec C l’ensemble de ses d fils. Intuitivement, fk(v) est le nombre minimum de sommets
de Tv (diffe´rents de v) qui doivent eˆtre marque´s avant le de´but du jeu pour gagner avec k dans le
sous-arbre Tv enracine´ en v, en commenc¸ant de v de´ja` marque´. Nous prouvons que ic(T,v0) ≤ k si et
seulement si fk(v0) = 0.
†. 3-transverse minimum : e´tant donne´s un ensemble E et T un ensemble de triplets de E, trouver H ⊆ E de cardinalite´ minimum
tel que H ∩S 6= /0 pour tout S ∈ T .
‡. 3-QSAT : e´tant donne´e une formule F avec 2n variables boule´ennes (xi,yi)i≤n, existe-t-il une assignation de ces variables telle
que ∀x1,∃y1, · · · ,∀xn,∃ynF soit satisfaite ?
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– Dans les cas des graphes d’intervalle, nous montrons que, pour tout k≤ ∆, il existe un ensemble de ∆2
chemins induits tels que si k suffit a` les surveiller, alors ic(G,v0)≤ k. Tester un chemin demandant un
temps line´aire, le re´sultat en de´coule.
– Nous prouvons que de´cider si ic(G,v0)≤ k revient a` trouver, par programmation dynamique, un che-
min dans le graphe dont les sommets sont les configurations (ensemble des sommets marque´s et la
position du fugitif a` une e´tape) et il y a un arc entre deux configurations si on peut passer de l’une a`
l’autre en un tour du jeu avec k.
Les algorithmes polynomiaux ci-dessus calculent e´galement des strate´gies de surveillance optimales.
The´ore`me 4. Pour tout graphe G et v0 ∈ V (G), ic(G,v0) ≥ maxSd |N[S]|−1|S| e avec v0 ∈ S ⊆ V , S induit un
sous-graphe connexe et N[S] le voisinage ferme´ de S. Il y a de plus e´galite´ dans le cas des arbres. [FGJM+11]
Une e´galite´ pour tout graphe dans le the´ore`me pre´ce´dent impliquerait que le proble`me de surveillance est
co-NP. Sous re´serve que P 6= NP, cela contredirait le fait que le proble`me est PSPACE-complet. Cependant
nous n’avons trouve´ aucun exemple de graphe G et v0 ∈V (G) tels que ic(G,v0)> maxSd |N[S]|−1|S| e.
4 Conclusion
Plusieurs questions inte´ressantes restent a` re´soudre.
Questions. Le proble`me de surveillance peut-il eˆtre re´solu en temps polynomial dans les graphes de degre´
borne´ ? de largeur arborescente (treewidth) borne´e ? Existe-t-il un algorithme pour re´soudre ce proble`me en
temps O∗(cn), c < 2, dans les graphes de n sommets ?
Dans le contexte du pre´-te´le´chargement, une variante naturelle du proble`me de surveillance de graphe est
celle dans laquelle l’ensemble des sommets marque´s est contraint a` eˆtre connexe. En effet, cela revient a` ne
pouvoir te´le´charger que des pages Web lie´es a` des pages Web de´ja` pre´-te´le´charge´es. Nous notons cic(G,v0)
le plus petit k ≥ 1 qui permet au surveillant de gagner dans le graphe G en satisfaisant la contrainte de
connexite´. E´videmment, cic(G,v0)≥ ic(G,v0). Les re´sultats e´nonce´s pre´ce´demment restent valides pour la
variante connexe du proble`me de pre´-te´le´chargement. En effet, les graphes conside´re´s dans les re´ductions
satisfont l’e´galite´ des parame`tres cic et ic. De plus, pour tout arbre, graphe d’intervalle, ou graphe de degre´
au plus 3, l’e´galite´ est satisfaite. En ce qui concerne l’algorithme exponentiel exact, il suffit de ne conside´rer
que les configurations connexes (l’ensemble des sommets marque´s induit un sous-graphe connexe).
Lemma 1. Pour tout k ≥ 2, il y a un graphe G et v0 ∈V (G) tels que k = ic(G,v0)< cic(G,v0) = k+1.
Ide´e de la preuve. Soit G le graphe avec 6k sommets : un chemin (v0,v1,v2), 2k sommets {ai,bi}i≤k tels
que ai est adjacent a` v2 et bi pour tout i ≤ k et finalement, un ensemble K de 4k− 3 sommets adjacents a`
tous les bi’s. Alors, k = ic(G,v0)< cic(G,v0) = k+1.
Questions. Existe-t-il un graphe G et v0 ∈ V (G) tels que ic(G,v0) + 1 < cic(G,v0) ? Existe-t-il f , une
constante ou une fonction de n tel que cic(G,v0)≤ f · ic(G,v0) pour tout graphe G de n sommets et v0 ∈V ?
Le Web n’e´tant pas connu a priori, il serait enfin inte´ressant d’e´tudier une variante online de ce proble`me.
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